
 

 

 
 

Äåëèìîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 
 

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ãðóïïû Ñ6, ïðåäëàãàåìûå íà 
ÅÃÝ ïî ìàòåìàòèêå è â òðåíèðîâî÷íûõ ðàáîòàõ, îñíîâàííûå íà òåîðèè 
÷èñåë, â ÷àñòíîñòè, íà ïîíÿòèè äåëèìîñòè, íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëè-
òåëÿ, ðåøåíèè óðàâíåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ. Ñòàòüÿ ìîæåò ñëóæèòü õî-
ðîøèì ïîäñïîðüåì ïðè ïîäãîòîâêå ê ÅÃÝ ïî ìàòåìàòèêå. 

    

Ïåðâûå ÷èñëà, ñ êîòîðûìè ñòàë-
êèâàåòñÿ ëþáîé ó÷àùèéñÿ, ïðèñòó-
ïàþùèé ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè, – 

ýòî íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îäíî èç îï-
ðåäåëåíèé ìíîæåñòâà ýòèõ ÷èñåë – 

÷èñëà, èñïîëüçóåìûå ïðè ñ÷¸òå 
ïðåäìåòîâ. Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ 
÷èñåë îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì 

{ }=� 1, 2 , 3, ... .  Ñðåäè íàòóðàëüíûõ 

÷èñåë åñòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò, íî 
íåò íàèáîëüøåãî. Íàèìåíüøèé ýëå-
ìåíò, ò. å. íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå 
÷èñëî – åäèíèöà – èãðàåò îãðîìíóþ 

ðîëü â ïîñòðîåíèè òåîðèè ÷èñåë. 

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå öåëî÷èñëåí-
íûå ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà 
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Ðåøåíèå. Èñõîäÿ èç òðåáîâàíèé 
çàäà÷è î öåëî÷èñëåííîñòè ðåøåíèÿ, 
ïîëó÷èì, ÷òî ïðè èñêîìûõ çíà÷åíè-
ÿõ ïåðåìåííûõ çíà÷åíèÿ âûðàæå-
íèé, ñòîÿùèõ ïîä çíàêàìè ðàäèêàëà, 
áóäóò òàêæå öåëûìè è ïîëîæèòåëü-
íûìè, ò. å. áóäóò íàòóðàëüíûìè ÷èñ-

ëàìè. Íî, çàìåòèâ, ÷òî ( )2 7 2x y− − +  

( )2 7 4 2x y+ − + + = , ïîëó÷èì, ÷òî êà-

æäîå èç âûðàæåíèé äîëæíî ïðèíè-
ìàòü çíà÷åíèå, ðàâíîå 1, ò. ê. 1 – 

íàèìåíüøèé ýëåìåíò íàòóðàëüíîãî 
ðÿäà ÷èñåë, è ñóììà äâóõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë ðàâíà 2 òîãäà è òîëüêî 
òîãäà, êîãäà êàæäîå èõ íèõ ðàâíî 1. 

Ïîëó÷àåì, ÷òî èñõîäíîå íåðàâåí-
ñòâî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå: 

2
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2 7 2 1,

2 10 26

10 24 0,

7 2 3

4 6, 5,

7 2 3 1.

x y

x x

x x

y x

x x

y x y

− − =⎧⎪
⇔⎨

> − +⎪⎩

⎧ − + <⎪
⇔ ⇔⎨

= −⎪⎩

< < =⎧ ⎧
⇔ ⇔⎨ ⎨

= − =⎩ ⎩

 

Îòâåò. ( )5; 1 .  

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî 
íàòóðàëüíîå ÷èñëî n  äåëèòñÿ íà íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî ,m  åñëè íàéä¸òñÿ òàêîå 

íàòóðàëüíîå ÷èñëî k , ÷òî .n m k= ⋅  

×èñëà m  è k  íàçûâàþòñÿ äåëè-

òåëÿìè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n . Î÷å-



âèäíî, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 
êðîìå åäèíèöû, èìååò êàê ìèíèìóì 
äâà äåëèòåëÿ – åäèíèöó è ñàìîãî 

ñåáÿ: 1n n= ⋅ . 

Äåëèòåëè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ,n  

îòëè÷íûå îò åäèíèöû è ñàìîãî ÷èñëà 
n  íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè äåëèòå-

ëÿìè,  à  1  è    –  íåñîáñòâåííûìè  

äåëèòåëÿìè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. 
×èñëà, èìåþùèå ñîáñòâåííûå äå-

ëèòåëè, íàçûâàþòñÿ ñîñòàâíûìè, à 
èìåþùèå òîëüêî íåñîáñòâåííûå äåëè-
òåëè – ïðîñòûìè. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî 

ïåðâîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ò. å. åäè-
íèöà, íå îòíîñèòñÿ íè ê ïðîñòûì, íè ê 
ñîñòàâíûì â ñèëó å¸ óíèêàëüíîñòè. 

1. Ñîñòàâíûå ÷èñëà â çàäà÷àõ

Ïîíÿòèÿ äåëèòåëÿ è ðàçëîæèìîñòè 
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà ìíîæèòåëè – 

îäíè èç íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ 
ïîíÿòèé â ðåøåíèè çàäà÷ ïî òåîðèè 
÷èñåë. Îäíàêî ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî 
÷èñëî ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî è â ïðî-
èçâåäåíèå îòðèöàòåëüíûõ ñîìíîæèòå-
ëåé, ÷òî óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî âàðè-
àíòîâ ðåøåíèÿ. 

Çàäà÷à 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå â íà-
òóðàëüíûõ ÷èñëàõ:  

7 3 39.xy y x− + =  

Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ãðóï-
ïèðîâêè, ïîëó÷èì, ÷òî 

( )

( ) ( )( )

7 3 39 7

3 7 21 39 7 3 18.

xy y x y x

x x y

− + = ⇔ − +

+ − + = ⇔ − + =

 

Çàïèñàííîå óðàâíåíèå îçíà÷àåò, 
÷òî ÷èñëî 18 ðàçëîæåíî â ïðîèçâå-
äåíèå äâóõ ñâîèõ äåëèòåëåé. Èç 
òðåáîâàíèÿ íàòóðàëüíîñòè ðåøåíèÿ 
ïîëó÷èì, ÷òî âòîðîé ñîìíîæèòåëü – 

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 3. 
Ñëåäîâàòåëüíî, è ïåðâûé ñîìíîæè-
òåëü äîëæåí áûòü ïîëîæèòåëåí. 
Ó÷èòûâàÿ âñå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî 

18 1 18 2 9 3 6.= ⋅ = ⋅ = ⋅  Ïîëó÷àåì òðè 

âîçìîæíûõ âàðèàíòà: 

7 1,

3 18,
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⎨

+ =⎩
 

− =⎧
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3 9,
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⎨
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Îòñþäà óðàâíåíèþ áóäóò óäîâëåòâî-

ðÿòü ïàðû ÷èñåë: (8; 15), (9; 6), (10; 3).  
 

Îòâåò. (8; 15), (9; 6), (10; 3).  
Çàäà÷à 3. Ðåøèòå óðàâíåíèå â 

íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ:  
2 23 2 13.x xy y− + =   

Ðåøåíèå. Êàê è â ïðåäûäóùèõ 
ñëó÷àÿõ, ðàçëîæèì ëåâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèÿ íà ìíîæèòåëè, ðàññìàòðèâàÿ å¸ 
êàê êâàäðàòíûé òð¸õ÷ëåí îòíîñèòåëüíî 
ïåðåìåííîé x  ñ ïàðàìåòðîì y . Èìååì: 

( )( )2 23 2 2 13.x xy y x y x y− + = − − =  

Ïîëó÷èì ÷åòûðå âîçìîæíûõ ðàçëî-
æåíèÿ ÷èñëà: 

( ) ( ) ( ) ( )13 1 13 13 1 1 13 13 1 .= ⋅ = ⋅ = − ⋅ − = − ⋅ −

Ñîñòàâëÿÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïî-
ëó÷èì, ÷òî: 

1, 11,

2 13 12;

13, 25,

2 1 12;

1, 11,

2 13 12;

13, 25,

2 1 12.
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Òîëüêî äâà íàáîðà çíà÷åíèé ïåðå-
ìåííûõ îòâå÷àþò óñëîâèþ íàòó-
ðàëüíîñòè ðåøåíèé. 

Îòâåò. ( ) ( )11; 12 , 25; 12 .  

2. Äåëèòåëè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé  

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 

Íàèáîëåå âàæíîé â òåîðèè ÷èñåë 
ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà, íàçûâàåìàÿ «îñ-
íîâíîé òåîðåìîé àðèôìåòèêè». 

Òåîðåìà. Ëþáîå íàòóðàëüíîå 
÷èñëî ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì 
ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå åãî ïðî- 



ñòûõ äåëèòåëåé. 
Ïðåäñòàâëåíèå íàòóðàëüíîãî 

÷èñëà â âèäå 1 2
1 2 .... ,lkk k

ln p p p= ⋅ ⋅ ⋅  ãäå 

1 2, , ..., lp p p −ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñ-

ëà, à 1 2, , ..., lk k k  – ñòåïåíè, ñ êîòî- 

ðûìè ïðîñòûå äåëèòåëè âõîäÿò â 
ðàçëîæåíèå (èõ åù¸ íàçûâàþò 
êðàòíîñòÿìè), íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷å-
ñêèì ðàçëîæåíèåì íàòóðàëüíîãî 
÷èñëà. Íàïîìíèì, ÷òî íàèìåíüøèì 
ïðîñòûì ÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 2. 

 

3. Ôîðìóëà êîëè÷åñòâà äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëàn  

Âñÿêèé äåëèòåëü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 
,n  êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå êîòîðîãî 

çàäàíî ôîðìóëîé = ⋅ ⋅ ⋅

1 2
1 2 ... ,lkk k

ln p p p  

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå 

= ⋅ ⋅ ⋅

1 2
1 2 ... ,lii i

lm p p p  ãäå êðàòíîñòü êàæ-

äîãî äåëèòåëÿ, âûáèðàåìîãî â ïðîèç-
âåäåíèå, ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò 0 (ò. å. 

âìåñòî äåëèòåëÿ ñòîèò 1) äî ìàê-
ñèìàëüíîé êðàòíîñòè ýòîãî äåëèòåëÿ. 
Ïîýòîìó ïåðâûé ñîìíîæèòåëü, âõîäÿ-
ùèé â äåëèòåëü ,m  ìû ìîæåì âû-

áðàòü 1 1k +  ñïîñîáàìè, âòîðîé – 

2 1k +  ñïîñîáàìè è ò. ä. Ïîñëåäíèé ñî-

ìíîæèòåëü â äåëèòåëå m  ìû ìîæåì 

âûáðàòü 1lk +  ñïîñîáàìè. Âñïîìèíàÿ 

ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ïðè âûáîðå ýëå-
ìåíòîâ èç êàêèõ ëèáî ìíîæåñòâ, ïîëó-
÷èì, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ íàïèñà-
íèÿ äåëèòåëÿ ÷èñëà n  à ñëåäîâàòåëü-

íî, è ñîáñòâåííî èõ êîëè÷åñòâî, çàäà¸òñÿ 
ôîðìóëîé  

( ) ( )( ) ( )1 2 , 0.1 1 ... 1 il kn k k kτ ≥= + + ⋅ ⋅ +  

Çàäà÷à 4. (Òðåíèðîâî÷íûé âàðè-
àíò ÅÃÝ-2010) Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n  

äåëèòñÿ íà 42 è èìååò 42 äåëèòåëÿ. 
Íàéäèòå âñå òàêèå íàòóðàëüíûå 
÷èñëà. 

Ðåøåíèå. Ïóñòü 1 2
1 2 .... lkk k

ln p p p= ⋅ ⋅ ⋅ −  

êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå èñêîìîãî 
÷èñëà. Êîëè÷åñòâî åãî äåëèòåëåé 
çàäà¸òñÿ ôîðìóëîé:  

( ) ( )( ) ( )1 2 .1 1 ... 1ln k k kτ = + + ⋅ ⋅ +  

Òàê êàê ÷èñëî n  äåëèòñÿ íà 42, òî åãî 

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå = =42n m  

= ⋅ ⋅ ⋅2 3 7 ,m  èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ïðî-

ñòûå äåëèòåëè 2, 3 è 7 çàâåäîìî âõî-

äÿò â åãî êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå. Ñ 
äðóãîé ñòîðîíû ïîëó÷èì, ÷òî  

( ) ( )( )

( )( )

1 2

3 4

42 2 2

2 1 ...,

n k k

k k

τ = = + + ×

× + +

 

ãäå 1 2 3, , ,...k k k  – êðàòíîñòè, ñ êîòî-

ðûìè ïðîñòûå äåëèòåëè âõîäÿò â 
ðàçëîæåíèå ÷èñëà .m  Ñíîâà ïîëó-

÷èì, ÷òî ÷èñëî 42 ðàçëîæåíî â ïðî-
èçâåäåíèå íåñêîëüêèõ íàòóðàëüíûõ 
äåëèòåëåé, èç êîòîðûõ 3, êàê ìèíè-
ìóì, íå ìåíüøå 2. Íî ðàçëîæåíèå íà 
òàêèå ìíîæèòåëè åäèíñòâåííî: 

42 2 3 7.= ⋅ ⋅  Ïîýòîìó ( ) 42nτ = =  

( )( )( )1 2 32 2 2 2 3 7.k k k= + + + = ⋅ ⋅  Òàêèì 

îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî âîçìîæíû 6 
âàðèàíòîâ (êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê 

3! 6= ) ðàçëîæåíèÿ, ïðè êàæäîì èç 
êîòîðûõ çíà÷åíèÿ 2, 3 èëè 7 ïðèíè-
ìàþò ñîìíîæèòåëè â ðàçëîæåíèè 

÷èñëà äåëèòåëåé ( ).nτ  Ïîëó÷èì, ÷òî 

íàáîðû êðàòíîñòè ( )1 2 3, ,k k k  ìîãóò 

áûòü ñëåäóþùèìè: 

(0; 1; 5), (0; 5; 1), (1; 0; 5),

(1; 5; 0), (5; 0; 1), (5; 1; 0).
 

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýòî êðàòíîñòè, ñ êî-
òîðûì äåëèòåëè 2, 3, 7 âõîäÿò â 
ðàçëîæåíèå ìíîæèòåëÿ ,m  ïîëó-

÷èì, ÷òî ÷èñëà 2 3 7 ,n m= ⋅ ⋅ ⋅  îáëà-

äàþùèå óêàçàííûìè â óñëîâèèñâîé-
ñòâàìè, ìîãóò áûòü ðàâíû 

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

1 2 6 1 6 2 2 1 6

2 6 1 6 1 2 6 2 1

2 3 7 , 2 3 7 , 2 3 7 ,

2 3 7 , 2 3 7 , 2 3 7 .
 

Îòâåò.  

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

1 2 6 1 6 2 2 1 6

2 6 1 6 1 2 6 2 1

2 3 7 , 2 3 7 , 2 3 7 ,

2 3 7 , 2 3 7 , 2 3 7 .
 



4. Äåëèòåëè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.  Ôîðìóëà ñóììû äåëèòåëåé 

Óìåíèå íàõîäèòü êîëè÷åñòâî è, 
ñàìîå ãëàâíîå, âèä ëþáîãî äåëèòå-
ëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, çíàÿ åãî 
êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå, ïîçâî-
ëÿåò íàõîäèòü è ñóììó ýòèõ äåëè-
òåëåé. Êñòàòè, åù¸ äðåâíèìè ãðå-
êàìè áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ñîâåð-
øåííîãî ÷èñëà – ÷èñëà, ðàâíîãî 

ñóììå ñâîèõ äåëèòåëåé, íå âêëþ-
÷àÿ ñàìî ÷èñëî.  

Åñëè ÷èñëî = ⋅ ⋅ ⋅

1 2
1 2 ... ,lkk k

ln p p p  òî 

ñóììà åãî äåëèòåëåé, âêëþ÷àÿ è ñà-
ìî ýòî ÷èñëî, ìîæåò áûòü íàéäåíà 
ïî ôîðìóëå: 

( ) ( )

( )

( )

1

2

1 1

2 2

1

1

1 ...

1 ... ....

1
1 ... .

1

l
l

k

k

ki
k i

l l
i i

S n p p

p p

p
p p

p
=

+

=

= + + + ×

× + + + ⋅ ×

⎛ ⎞−
× + + + ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

∏

 

Ýòî ìîæíî äîêàçàòü, ïåðåìíî-
æèâ ñêîáêè è óáåäèâøèñü, ÷òî â ïî-
ëó÷åííîé ñóììå âñòðå÷àþòñÿ âñå 

âîçìîæíûå äåëèòåëè ÷èñëà .N  

Çàäà÷à 5. (Òðåíèðîâî÷íûé âàðè-
àíò ÅÃÝ-2010) Íàéäèòå íàòóðàëüíîå 

÷èñëî ,N  èìåþùåå 6 äåëèòåëåé, 

ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 104. 

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå êîëè÷åñò-
âà äåëèòåëåé  

( ) ( )( ) ( )τ = + + ⋅ ⋅ + = = ⋅1 21 1 ... 1 6 2 3.lN k k k

     Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî N  èìååò 
äâà ïðîñòûõ äåëèòåëÿ è èìååò âèä 

2
1 2,N p p= ⋅  ñóììà äåëèòåëåé ðàâíà 

( )( )2
1 2 21 1 104.p p p+ + + =  Åñëè áû 

îäèí èç äåëèòåëåé áûë ðàâåí 2, òî 
ïðîèçâåäåíèå äåëèëîñü èëè íà 3, èëè 
íà 7. Íî òàê êàê 104 íå äåëèòñÿ íè íà 
3, íè íà 7, òî ýòî íåâîçìîæíî. Ñëåäî-
âàòåëüíî, îáà ìíîæèòåëÿ, íà êîòîðûå 
ðàçëîæåíî ÷èñëî 104, äîëæíû áûòü 
êàê ìèíèìóì áîëüøå 3.  

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ÷èñëà 
104 íà äâà ìíîæèòåëÿ, áîëüøèå 3. 

Ðàçëîæåíèÿ 104 26 4 13 8,= ⋅ = ⋅  â êîòî-

ðûõ ìû ó÷èòûâàåì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ìíîæèòåëåé, çàâèñÿùèõ îò ïðî-
ñòûõ ÷èñåë, íå  äàþò ðåøåíèÿ çàäà÷è, 

ò. ê. â ýòîì ñëó÷àå 1 25p =  èëè 1 12p =  

íå áóäóò ïðîñòûìè ÷èñëàìè. 

104 4 26 8 13.= ⋅ = ⋅  Â ïåðâîì ñëó-

÷àå 1 3p = , íî 2p  – íå ñóùåñòâóåò. 

Âî âòîðîì ñëó÷àå 1 27, 3.p p= =  Ñëå-

äîâàòåëüíî, = ⋅ =

27 3 63.N  

Îòâåò. 63.  

5. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì 

Ôîðìóëà äåëåíèÿ îäíîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà íà äðóãîå íàòóðàëüíîå 
÷èñëî ïî ñóòè ñàìàÿ èñïîëüçóåìàÿ ïðè 
ðåøåíèè çàäà÷. Ôîðìóëà äåëåíèÿ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îñòàòêîì – ôîðìó-

ëà íà÷àëüíîé øêîëû, ïîýòîìó òðóäíî 
ïðåäñòàâèòü, ÷òî èìåííî îáðàùåíèå ê 
íåé â áîëüøîì êîëè÷åñòâå ñëó÷àåâ 
ìîæåò ïðèâåñòè ê ðåøåíèþ. 

Îïðåäåëåíèå. Ðàçäåëèòü íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî n  íà íàòóðàëüíîå 

÷èñëî m  ñ îñòàòêîì – ýòî çíà÷èò 

ïðåäñòàâèòü ÷èñëî n  â âèäå 

,n c m r= ⋅ +  ãäå c  è r − öåëûå íåîòðè-

öàòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¸ì 0 .r m≤ <  

Ñëåäñòâèå. Ïðè äåëåíèè íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë íà íàòóðàëüíîå 
÷èñëî m  îñòàòîê ìîæåò ïðèíèìàòü 

ðîâíî m  çíà÷åíèé: 0, 1, ..., 1.m−  Â 

÷àñòíîñòè, óñëîâèå äåëèìîñòè ÷èñ-
ëà n  íà m  îçíà÷àåò, ÷òî îñòàòîê 

îò äåëåíèÿ ðàâåí íóëþ. 

Çàäà÷à 7. (Òðåíèðîâî÷íûé âàðè-
àíò ÅÃÝ-2011) Ðåøèòå â íàòóðàëü-
íûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 

2 ! ! 2 !, (1! 1, ! 1 2 ... ).k m n l l⋅ = − ⋅ = = ⋅ ⋅ ⋅  

Ðåøåíèå. Çàïèñàâ óðàâíåíèå â 

âèäå   ( )2 ! ! !,k n m+ =    ïîëó÷èì,   ÷òî 

k n m≤ <  èëè .n k m≤ <  



Åñëè ,k n=  òî óðàâíåíèå çàïè-

øåòñÿ â âèäå 4 ! !,k m=  ÷òî ïîñëå ñî-

êðàùåíèÿ íà ìåíüøåå ïðîèçâåäåíèå 

!k  äàñò ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî: 

( )4 1 ... .k m= + ⋅ ⋅  Ïîëó÷èì, ÷òî ÷èñëî 4 

äåëèòñÿ íà 1.k +  Òàê êàê k − íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî, òî 1 2+ =  èëè 

+ =1 4,k  ò. å. 1k =  èëè 3.k =   

 

Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì ⋅ =4 1! !.m  

Ýòî óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò. 

Âî âòîðîì ñëó÷àå ⋅ =4 3! !,m  ò. å. 

4.m =  Ñëåäîâàòåëüíî, òðîéêà íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë ( )3; 3; 4  – ðåøåíèå 

çàäà÷è. 

Åñëè k n≠ , òî ïóñòü .k n<  Ïðî-

òèâîïîëîæíûé ñëó÷àé ðàññìàòðè-
âàòü íå íàäî – äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî 

åñëè òðîéêà ÷èñåë ( )0 0 0, ,k n m − ðåøå-

íèå, òî ( )−0 0 0, ,n k m òîæå. Ïîëó÷èì: 

( ) ( )( )

( )( ) ( )

2 ! ! ! 2 ! 1 1 ...

! 2 1 1 ... 1 ... .

k n m k k n

m k n k m

+ = ⇔ + + =

= ⇔ + + = + ⋅ ⋅

 

×èñëî, ñòîÿùåå â ñêîáêàõ â ëåâîé 
÷àñòè óðàâíåíèÿ, èìååò âèä 

( )1 1,c k⋅ + +  ò. å. íà ( )k +  íå äåëèò-

ñÿ. Íî âñ¸ ÷èñëî, ñòîÿùåå â ëåâîé 

÷àñòè óðàâíåíèÿ, äåëèòñÿ íà ( )1 .k +  

Ïîýòîìó ïîëó÷èì, ÷òî 2 äåëèòñÿ íà 

( )k + . Àíàëîãè÷íî, ÷èñëî, ñòîÿùåå 

â ñêîáêàõ, íå äåëèòñÿ íà n , à âñ¸ 

ïðîèçâåäåíèå â ëåâîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ – äåëèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, 2 

äåëèòñÿ è íà n . Ýòî âîçìîæíî, 

åñëè òîëüêî 1 2n k= + = . Íî òîãäà 

3m = . Ïîëó÷èì, ÷òî òðîéêè ÷èñåë 

( )1; 2; 3  è ( ) −2; 1; 3 ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ. 

Îòâåò. ( )1; 2; 3 , ( )2; 1; 3 , ( )3; 3; 4 .  

×àñòî ðåøåíèÿ çàäà÷ îñíîâàíû 
íà íàõîæäåíèè îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ 
êâàäðàòà ÷èñëà íà íåêîòîðîå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî èëè íà îêîí÷àíèè çà-
ïèñè êâàäðàòà ÷èñëà â äåñÿòè÷íîé 
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.  

( )≡

2 0,1 mod3 ,k   ( )≡

2 0,1,3,4 mod6 ,k        

( )≡

2 0,1,4 mod8 ,k   ( )≡ 0,1 mod4 ,k          

( )≡

2 0,1,3,4 mod6 ,k   ( )≡

2 0,1,4,7 mod9 ,k  

( )≡

2 0,1,4 mod5 ,k      ( )≡0,1,2,4 mod7 .  

Òàêæå 2k  íå ìîæåò îêàí÷è-

âàòüñÿ íà 2, 3, 7, 8. 

Çàïèñü ( )k p n≡  ÷èòàåòñÿ 

òàê: êâàäðàò ÷èñëà k  ñðàâíèì ñ 
÷èñëîì p  ïî ìîäóëþ ,n  ò. å. äà¸ò 

îñòàòîê, ðàâíûé ,p  ïðè äåëåíèè 

íà .n  

Çàäà÷à 6. Ðåøèòå óðàâíåíèå 
2! 4 9n n k+ − = â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. 

Ðåøåíèå. Ñëàãàåìîå 4n  ïðè 
ëþáîì íàòóðàëüíîì çíà÷åíèè n  

äåëèòñÿ íà 4. Çàìåòèì, ÷òî íà÷è-

íàÿ ñ 4, !n n=  òàêæå äåëèòñÿ íà 4, 

à ( )9 3 mod4− ≡ . Íî, êàê âèäíî èç 

ñêàçàííîãî âûøå, êâàäðàò ÷èñëà 
íå ìîæåò äàâàòü îñòàòîê, ðàâíûé 



3, ïðè äåëåíèè íà 4. Ïîýòîìó ïðè 

4n ≥  óðàâíåíèå ðåøåíèé èìåòü íå 
ìîæåò. Îñòàëîñü ïåðåáðàòü òðè 
îñòàâøèåñÿ çíà÷åíèÿ. 

21: 1 4 9 .n k= + − =  Óðàâíåíèå ðå-

øåíèé íå èìååò. 

22: 2 8 9 .n k= + − =  Óðàâíåíèå èìå 

åò îäíî íàòóðàëüíîå ðåøåíèå =1.k  
23:6 12 9 .n k= + − =  Óðàâíåíèå èìå-

åò îäíî íàòóðàëüíîå ðåøåíèå = 3.k  

Îòâåò. ( ) ( )2; 1 , 3; 3 .  

6. ×¸òíîñòü è íå÷¸òíîñòü 

Ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì äåëåíèÿ ñ 
îñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ÷¸ò-
íîñòè è íå÷¸òíîñòè íàòóðàëüíîãî 
èëè öåëîãî ÷èñëà. Äåéñòâèòåëüíî, 
÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 2 – ÷¸òíîå, à 

íå äåëÿùååñÿ íà 2 – íå÷¸òíîå. Ôîð-

ìóëà ÷¸òíîãî ÷èñëà 2n m= , à ôîð-

ìóëà íå÷¸òíîãî ÷èñëà = +2 1.n m   

Çàäà÷à 7. (Âàðèàíò ÅÃÝ–2010) 

Ïåðåä êàæäûì èç ÷èñåë 6, 7, …, 10 è 
14, 15, …, 20 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì 
ñòàâÿò çíàê ïëþñ èëè ìèíóñ, ïîñëå 
÷åãî ê êàæäîìó èç îáðàçîâàâøèõñÿ 
÷èñåë ïåðâîãî íàáîðà ïðèáàâëÿþò 
êàæäîå èç îáðàçîâàâøèõñÿ ÷èñåë 
âòîðîãî íàáîðà, à çàòåì âñå ïîëó-
÷åííûå 35 ðåçóëüòàòîâ ñêëàäûâàþò. 
Êàêóþ íàèáîëüøóþ è êàêóþ íàè-
ìåíüøóþ ïî ìîäóëþ ñóììó ìîæíî 
ïîëó÷èòü â èòîãå? 

 

Ðåøåíèå. Êàæäîå èç ÷èñåë 
ïåðâîãî íàáîðà, âçÿòîå ñ âûáðàí-
íûì çíàêîì, áóäåò ñëîæåíî ñ êà-
æäûì ÷èñëîì âòîðîãî íàáîðà, ïå-
ðåä êîòîðûì òàêæå áóäåò ñòîÿòü 
âûáðàííûé çíàê. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 
êàæäîå ÷èñëî ïåðâîãî íàáîðà áó-
äåò ïîâòîðåíî â ñóììå òàêîå êî-
ëè÷åñòâî ðàç, ñêîëüêî ÷èñåë âî 
âòîðîì íàáîðå, à êàæäîå ÷èñëî 
âòîðîãî íàáîðà – ñòîëüêî ðàç, 

ñêîëüêî ÷èñåë â ïåðâîì íàáîðå. 

Ïîëó÷èì, ÷òî ñóììà S − ýòî îäíî 

èç ÷èñåë 

( ) ( )± ± ± ± + ± ± ± ±7 6 7 ... 10 5 14 15 ... 20 ,  

êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî 
âûáîðîì çíàêîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî 
ìàêñèìàëüíîé ñóììà áóäåò, åñëè 
âñå ñëàãàåìûå áóäóò ïîëîæè-
òåëüíû, ò. å.  

( )

( )

max 7 6 7 ... 10

5 14 15 .... 20

280 595 875.

S = + + + +

+ + + + =

= + =

 

Íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîé ïî 
ìîäóëþ ñóììû îñíîâàíî íà ñëå-
äóþùåì: ïðè èçìåíåíèè çíàêà ëþ-
áîãî ñëàãàåìîãî ñ ïîëîæèòåëüíîãî 
íà îòðèöàòåëüíûé ìàêñèìàëüíàÿ 
ñóììà óìåíüøàåòñÿ íà ÷¸òíîå ÷èñ-

ëî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè k − îäíî èç 

÷èñåë è ìû ìåíÿåì åãî çíàê, òî 
ñóììà ìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó 

( )− − = 2 ,k k k  à ïðîèçâåäåíèå ÷¸òíî-

ãî ÷èñëà íà ÷¸òíîå èëè íå÷¸òíîå 
÷èñëî – ÷¸òíîå. Ïîýòîìó ñ èçìåíå-

íèåì çíàêîâ ñëàãàåìûõ ñóììà áó-
äåò ìåíÿòüñÿ, îñòàâàÿñü íå÷¸òíîé. 
Ìåíüøèé ìîäóëü íå÷¸òíîãî ÷èñëà 
ðàâåí åäèíèöå, ñëåäîâàòåëüíî, 



ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàè-
ìåíüøàÿ ïî ìîäóëþ ñóììà òàêæå 
ìîæåò ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå. Íî ýòî 
íóæíî äîêàçàòü õîòÿ áû ïîäáîðîì. 
Íàïðèìåð,  

( )

( )

7 (6 7 8 9 10)

5 14 15 16 17 18 19 20

7 8 5 11 1.

⋅ − + − + +

+ − − + − + − + =

= ⋅ + − =

 

Îòâåò. 875, 1. 

7. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Àëãîðèòì Åâêëèäà 

Â êóðñå îáùåîáðàçîâàòåëüíîé 

øêîëû ïðèñóòñòâóåò àëãîðèòì ïå-

ðåâîäà ðàöèîíàëüíîé äðîáè â äåñÿ-

òè÷íóþ ôîðìó, îäíàêî íå ïðèñóò-

ñòâóåò îáðàòíûé àëãîðèòì ïåðåâî-

äà áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé äå-

ñÿòè÷íîé äðîáè â ðàöèîíàëüíóþ 

ôîðìó. Íà ñàìîì ïðîñòîì óðîâíå 

ïðîõîäÿòñÿ òàêèå ïîíÿòèÿ êàê 

íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü è 

íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå íàòó-

ðàëüíûõ è öåëûõ ÷èñåë. Îäíàêî 

ýòè âîïðîñû íàøëè ñâî¸ îòðàæåíèå 

â âàðèàíòàõ ÅÃÝ è äèàãíîñòè÷å-

ñêèõ ðàáîòàõ. 

Îïðåäåëåíèå. Íàòóðàëüíîå ÷èñ-

ëî d  íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì îá-

ùèì äåëèòåëåì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 

m  è ,n  åñëè îáà ýòèõ ÷èñëà äåëÿò-

ñÿ íà ,d  íî íå äåëÿòñÿ îäíîâðåìåí-

íî íè íà êàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 

áîëüøåå åãî. 

Îáîçíà÷åíèå:  

( ) ( )НОД ; ;d m n m n= ≡ . 

Çàïèñü áåç áóêâ ÍÎÄ èñïîëüçóåòñÿ 
äëÿ ñîêðàùåíèÿ ðåøåíèé, ïîñâÿ-
ù¸ííûõ íàõîæäåíèþ íàèáîëüøåãî 
îáùåãî äåëèòåëÿ. 

Òåîðåìà. Åñëè íàòóðàëüíûå ÷èñ-
ëà m  è n  îäíîâðåìåííî äåëÿòñÿ íà 

÷èñëî d  òî èõ ñóììà, ðàçíîñòü è èõ 

ëþáàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà (ò. å. 

âûðàæåíèå âèäà + ∈, ,lm kn k l Z ) 

òàêæå äåëèòñÿ íà .d  
Àëãîðèòì Åâêëèäà íàõîæäåíèÿ 

( )НОД ; .m n  

1. Ïóñòü ( ) ( )= ≡d m n m n  

è, äëÿ ïðîñòîòû, ≥ .n m  Ðàçäåëèì 
áîëüøåå ÷èñëî íà ìåíüøåå ñ îñòàò-

êîì: = +0 0,n c m r  ãäå 0c −íåïîëíîå 

÷àñòíîå, à r − îñòàòîê. 

Åñëè =0 0,r  òî n  äåëèòñÿ íà ,m  

íî è m  äåëèòñÿ íà .m  Ïîýòîìó, 

åñëè =0 0,r  òî ( ) =; .n m m  

2. Åñëè ≠r  òî ïî òåîðåìå ïî-

ëó÷èì, ÷òî 0 0r n c m= −  äåëèòñÿ íà 

( )= ; .d n m  Çàìåòèì òàêæå, ÷òî 

≥ > 0.n m r  

3. Ðàçäåëèì m  íà 0r  ñ îñòàòêîì: 

= +1 0 1.m c r r  Åñëè =1 0,r  òî  

( ) ( )= =0 0; ; .m r n m r  

Åñëè ≠r  òî òàê êàê ÷èñëà , ,n m  

r  äåëÿòñÿ íà ,d  òî è 1r  äåëèòñÿ íà 

.d  Ïðè ýòîì 0 1.n m r r≥ > >  

4. Ñíîâà ðàçäåëèì 0r  íà 1r  ñ îñ-

òàòêîì… 
Òàê êàê íåíóëåâûå îñòàòêè îá-

ðàçóþò óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî ïðî-
öåññ èõ ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàõîæäå-
íèÿ íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì. 
Ëèáî íà êàêîì-òî øàãå âíîâü ïîëó-
÷åííûé îñòàòîê áóäåò ðàâåí 0, à òî-
ãäà ÍÎÄ – ïðåäûäóùèé îñòàòîê, 

ëèáî âíîâü ïîëó÷åííûé îñòàòîê áó-
äåò ðàâåí 1. Â ýòîì ñëó÷àå 

( )=1 ; ,n m  è òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñ-

ëà áóäóò íàçûâàòüñÿ âçàèìíî ïðî-
ñòûìè ÷èñëàìè. 

Çàäà÷à 8. Óñòàíîâèòå, ÿâëÿåòñÿ 

ëè äðîáü 
19043

20413
 ñîêðàòèìîé, è, åñëè 

ÿâëÿåòñÿ, ñîêðàòèòå å¸. 
Ðåøåíèå. Îáû÷íî äëÿ ñîêðàùå-

íèÿ äðîáè ïðèìåíÿþò ìåòîä ðàçëî-
æåíèÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà 



ìíîæèòåëè. Íî ýòî õîðîøî òîëüêî 
òîãäà, êîãäà ìîæíî ïðèìåíèòü îäèí 
èëè íåñêîëüêî ñòàíäàðòíûõ ïðèçíà-
êîâ äåëèìîñòè – ïðèçíàêè äåëèìî-

ñòè íà 2, 3, 5, 9 è ò. ï. Â äàííîì ñëó-
÷àå ýòî íå ïîäõîäèò. Íî ñîêðàùåíèå 
äðîáåé – ýòî, ïî ñóòè, çàäà÷à íà íà-

õîæäåíèå ÍÎÄ ÷èñëèòåëÿ è çíàìå-
íàòåëÿ. Èìååì:  

= ⋅ +

= ⋅ +

= ⋅ +

= ⋅

20413 1 19043 1370,

19043 13 1370 1233,

1370 1 1233 137,

1233 9 137.

 

Ñëåäîâàòåëüíî, ( ) =20413 ; 19043 137.  
Íî, íàéäÿ ÍÎÄ, íàäî ÷èñëèòåëü è 
çíàìåíàòåëü ñîêðàòèòü íà ýòî ÷èñ-
ëî. Ñëåäîâàòåëüíî, íàäî ïðîèçâå-
ñòè äâå îïåðàöèè äåëåíèÿ, â êàæ-
äîé èç êîòîðûõ ìîãóò áûòü äîïó-
ùåíû îøèáêè. Ãîðàçäî ïðîùå 
«âåðíóòüñÿ» ïî ñõåìå àëãîðèòìà è 
âûðàçèòü êàæäîå èç ÷èñåë ÷åðåç 
ÍÎÄ. Èìååì:  

= ⋅

= ⋅ + = ⋅

= ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅

= ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅

1233 9 137,

1370 9 137 137 10 137,

19043 13 10 137 9 137 139 137,

20413 1 139 137 10 137 149 137.

 

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì, ÷òî 
19043 139 137 139

20431 149 137 149

⋅

= =

⋅

. 

Îòâåò. 
139

149
. 

Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåðû, ñâÿçàí-
íûå ñ âîçìîæíîñòüþ ðàçíîîáðàçíûõ 
ïîäõîäîâ, ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ 
ðàçâèòèÿ òâîð÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé 
ó÷àùèõñÿ íà ðàííèõ ñòàäèÿõ îáó-
÷åíèÿ ìàòåìàòèêå. Àëãîðèòì Åâê-
ëèäà è ìåòîä ðàçëîæåíèÿ íà ìíî-
æèòåëè, îäíàêî, íå ÿâëÿþòñÿ åäèí-
ñòâåííûìè ìåòîäàìè, êîòîðûå ìîæ-
íî ïðåäëîæèòü äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîá-
íîãî êëàññà çàäà÷. Íàïðèìåð, â îä-
íîì èç òðåíèðîâî÷íûõ âàðèàíòîâ, 
ïðåäñòàâëåííûõ ðàçðàáîò÷èêàìè 
ÅÃÝ â åãî ïîñëåäíåé âåðñèè, äëÿ 
ðåøåíèÿ ïðåäëàãàëàñü ñëåäóþùàÿ 
çàäà÷à. 

Çàäà÷à 9. Íàéäèòå íåñîêðàòèìóþ 
äðîáü  

2000

1999

1234567888.....87654321
.

12345678999.....987654321

p

q
=

�����

�����

 
Ðåøåíèå. ×èñòî àðèôìåòè÷å-

ñêîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è îñíî-
âàíî íà ïîíÿòèè ïðîïîðöèè – ðà-

âåíñòâà äâóõ îòíîøåíèé. Ïîíÿòèå 
ïðîïîðöèè èñïîëüçóåòñÿ  òàêæå 
ïðè ðåøåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ 
(íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè ïîäîáíûõ 
òðåóãîëüíèêîâ), â õèìèè, â ôèçèêå. 
Íî ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé ïðîïîð-
öèè êàê îäíîãî èç ðàöèîíàëüíûõ 
ñïîñîáîâ ðàñ÷¸òà äàâíî èñêëþ÷åíî 
èç ïðîãðàììû íà÷àëüíîãî îáó÷åíèÿ 
ìàòåìàòèêå è íå âõîäèò â êóðñ àë-
ãåáðû, ãäå àðèôìåòè÷åñêàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ ìèíèìàëüíà. 

Ïðèâåä¸ì ôîðìóëèðîâêó ïðîèç-

âîäíîé ïðîïîðöèè. Åñëè 
a c

b d
= , òî è 

ka lb kc ld

na mb nc md

+ +
=

+ +

, êàêîâû áû íè 

áûëè ÷èñëà , , , .k l m n  

Îïèðàÿñü íà ýòîò ðåçóëüòàò, ìîæ-
íî î÷åíü ïðîñòî ðåøèòü çàäà÷ó, îòíå-
ñ¸ííóþ àâòîðàìè-ñîñòàâèòåëÿìè ê 
óðîâíþ Ñ6, ò. å. ñàìîìó òðóäíîìó 
óðîâíþ. 

Ïðîâåä¸ì âû÷èñëåíèÿ. Åñëè  

2000

1999

1234567888.....87654321

12345678999.....987654321

p

q
=

�����

�����

, 

òî 

�
2007 8

8

2007

111.....100....0
10

10 111...1

q p

q p

−

= =

−

�����

���

. Îòñþäà 

ïîëó÷èì, ÷òî 

( ) ( )9 810 1 10 1p q− = − ⇔  

−
⇔ = ⇔ =

−

8

9
10 1

10 1

p p

q q
 



= =

�����

�����

8

9

99999999 11111111
.

999999999 111111111
 

Îòâåò. 

8

9

11111111
.

111111111

p

q
=

�����

�����

 

Âîîáùå çàäà÷è íà íàõîæäåíèå 
ÍÎÄ ÷èñëîâûõ âûðàæåíèé ìîãóò 
èìåòü è äðóãèå ôîðìû. 

Çàäà÷à 10. Íàéäèòå âñå íàòó-
ðàëüíûå n  òàêèå, ÷òî äðîáü ñîêðà-

òèìà. 

1) 
3 23 8 14 8

.
3 5

n n n

n

− + −

−

       

2) 
3 25 2 4 2

.
5 7

n n n

n

+ − +

+

    

3) 
2

2
7 11 4

6 5

n n

n n

+ +

+

. 

Çàäà÷à ìîæåò èìåòü ïî÷òè ðàâ-
íîñèëüíóþ ôîðìóëèðîâêó: íàéäèòå 
âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íà êîòîðûå 
ìîæåò áûòü ñîêðàòèìà äðîáü. 

 

Ðåøåíèå. Âñå òðè âàðèàíòà 
çàäà÷è èìåþò îòëè÷èÿ, íà êîòî-
ðûõ íåîáõîäèìî îñòàíîâèòüñÿ, 
÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëíóþ êàðòèíó 
ðåøåíèÿ.  

Ïóñòü n  – íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 

ïðè êîòîðîì äðîáü ìîæåò áûòü ñî-
êðàùåíà.  

1) Ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü íà çíà-
ìåíàòåëü ñ îñòàòêîì: 

( )( )

3 2

2

3 8 14 8

3 3 5 7.

n n n

n n n

− + − =

= − + − +

 

Îñòàòîê îò äåëåíèÿ – ÷èñëî. Ñëåäî-

âàòåëüíî,  

( )
( )

− + − − =

= − =

3 23 8 14 8; 3 5

3 5; 7 .

n n n n

n d
 

Íî òàê êàê 7 äåëèòñÿ òîëüêî íà 7 
èëè íà 1, òî ÍÎÄ ìîæåò áûòü ðàâåí 
ëèáî 7, ëèáî 1. Åñëè îí ðàâåí 1, òî 
ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ n  

äðîáü áóäåò íåñîêðàòèìà. Åñëè îí 
ðàâåí 7, òî íàäî íàéòè âñå íàòó-

ðàëüíûå ,n  ïðè êîòîðûõ −3 5,n  à 

ñëåäîâàòåëüíî, è 3 23 8 14 8n n n− + −  

äåëÿòñÿ íà 7. Èìååì: 3 5 7n k− = ⇔  

7 5 2
2 1 .

3 3

k k
n n k

+ +
⇔ = ⇔ = + +  Îòñþ-

äà ñëåäóåò, ÷òî åñëè = +3 1,k t  òî 

äðîáü – öåëîå ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî,  

( )7 3 1 5
7 4, 0, 1, 2...

3

t
n t t

+ +

= = + =  

Îòâåò. Äðîáü ñîêðàòèìà, åñëè 

7 4, 0, 1, 2...n t t= + =  Äðîáü ñîêðàòèìà 

íà 7. 
2. Òàê êàê íåïîëíîå ÷àñòíîå íèêàê 

íå âëèÿåò íà âåëè÷èíó íàèáîëüøåãî 
îáùåãî äåëèòåëÿ, òî ïðîöåññ åãî íà-
õîæäåíèÿ ìîæåò áûòü çàêîí÷åí â ëþ-
áîé óäîáíûé ìîìåíò.  

Ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü âòîðîé äðî-
áè íà çíàìåíàòåëü: 

( )( ) ( )

3 2

2

5 2 4 2

5 7 3 2 .

n n n

n n n n

+ − + =

= − + + +

 

Ïðîöåññ äåëåíèÿ, ïî ñóòè, äî êîíöà 
íå äîâåä¸í, íî ýòî íèêàê íå âëèÿåò 
íà ðåçóëüòàò. Ïðîñòî óäîáíåå èñêàòü 
ÍÎÄ öåëûõ âûðàæåíèé. Èìååì:  

( )3 25 2 4 2; 5 7n n n n+ − + + =  



( )

( )

( ) ( )

5 7; 3 2

3 2; 2 5

2 5; 3 3; 11 .

n n

n n

n n n

= + + =

= + + =

= + − = −

 

Òàê êàê 11äåëèòñÿ íà 11 è íà 1, òî 
äðîáü ëèáî íåñîêðàòèìà, ëèáî ñî-
êðàòèìà íà 11. Ïîèñê çíà÷åíèé ,n  

ïðè êîòîðûõ äðîáü ñîêðàòèìà, â 
ýòîì ñëó÷àå òðèâèàëåí: 

3 11 11 3, 0, 1, 2...n t n t t− = ⇔ = + =  

Îòâåò. Äðîáü ñîêðàòèìà ïðè 

= +11 3;n t  äðîáü ñîêðàòèìà íà 11. 

3. Â òðåòüåì ñëó÷àå ïîëåçíî ðàç-
ëîæèòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà 
ìíîæèòåëè:  

( )( )

( )

+ ++ +
=

++

2

2

1 7 47 11 4
.

6 56 5

n nn n

n nn n
 

Î÷åâèäíî, ÷òî 

( ) ( )+ = =1; ; 1 1n n n  è  

( ) ( )+ + = + =6 5; 1 1; 1.n n n n  

Òàê ÷òî äðîáü ìîæåò áûòü ñîêðàòè-

ìà íà ÍÎÄ ( ) ( )+ = =7 4; ; 4 2; 4,n n n  

èëè íà ÍÎÄ 

( )+ + =7 4; 6 5n n  

( ) ( )= + − = −6 5; 1 1; 11 .n n n  

Îòâåò. Ïðè 2 , 1, 2,...n k k= =  

äðîáü ñîêðàòèìà íà 2; ïðè 

4 , 1, 2,...n k k= =  äðîáü ñîêðàòèìà íà 

4; ïðè 11 1n k= +  ïðè 1, 2,...k =  äðîáü 

ñîêðàòèìà íà 11. 

Çàäà÷à 11. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà 

,m  n  òàêîâû, ÷òî äðîáü 
m

n
 íåñî- 

êðàòèìà, à äðîáü 
5 3

2 5

m n

m n

−

+

 ñîêðàòèìà. 

Íà êàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îíà 

ñîêðàùàåòñÿ? 

Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíàÿ çàäà÷à 

áûëà ïðåäëîæåíà â îëèìïèàäå «Ïî-
êîðè Âîðîáü¸âû ãîðû – 2011». 

Ðåøåíèå. Ïåðâîå óñëîâèå – î íå-

ñîêðàòèìîñòè äðîáè 
m

n
 îçíà÷àåò, ÷òî 

( ); 1m n = . Íàéä¸ì ( )5 3 ; 2 5m n m n− + . 

Èìååì:  

( )

( )

( )

− + =

= + − =

= −

5 3 ; 2 5

2 5 ; 13

13 ; 31 ,

m n m n

m n m n

m n n

 

èëè: 

( )

( )

( )12 ; 31 .

m n m n

m n m n

m n m

− + =

= − − =

= −

 

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äðîáü ñî-

êðàòèìà, òî 

( ) ( )5 3 ; 2 5 31 ; 31 31,m n m n n m− + = =  

ò. ê. ( ); 1.m n =  Îñòàëîñü óêàçàòü 

çíà÷åíèÿ âçàèìíî ïðîñòûõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë m  è n (õîòÿ áû îäíó 

ïàðó), ïðè êîòîðûõ äðîáü ñîêðàòèìà 

íà 31. Ýòî áóäåò âûïîëíåíî, íàïðè-

ìåð, ïðè 23, 28m n= = . Ïðè ýòèõ 

çíà÷åíèÿõ äðîáü áóäåò ðàâíà 

5 3 5 23 3 28 31 1
.

2 5 2 23 5 28 186 6

m n

m n

− ⋅ − ⋅
= = =

+ ⋅ + ⋅

 

Îòâåò. Дðîáü ñîêðàòèìà íà 31.
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